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By linearizing the Dyson equation of the electron gas in an externally applied force field an
integral equation for the adiabatic response function is derived. Its relation to the electron self-
energy is considered which leads to certain approximations in the response function if the self-
energy functional is given. This is illustrated for the case that the self-energy is a linear functional

of the electron Green’s function.

Bei der Behandlung des Elektronengases unter
Einschlul der abstoflenden Coulomb-Wechselwir-
kung und etwaiger Streuungen an Verunreinigungen
oder Gitterschwingungen mit der Methode der Viel-
teilchen-Green-Funktionen erhélt man eine Dyson-
Gleichung, die die Elektron-Green-Funktion zur
Selbstenergie in Beziehung setzt. Dabei ist die Selbst-
energie wiederum ein Funktional der zu berechnen-
den exakten Elektron-Green-Funktion. Diese Dyson-
Gleichung wird gelost, indem man durch Abschat-
zung der einzelnen zum Selbstenergiefunktional bei-
tragenden Terme einen Naherungsansatz herleitet,
mit diesem in die Dyson-Gleichung eingeht und nach
der Elektron-Green-Funktion auflost. Dabei wird
der verwendete Naherungsansatz fiir das Selbst-
energiefunktional i.allg. in der zu berechnenden
Elektron-Green-Funktion linear angesetzt.

Unterwirft man das Elektronengas einer dufleren
Storung in Form einer von auflen wirkenden Kraft,
so antwortet es mit einer Anderung der zu beobach-
tenden Werte seiner dynamischen Variabeln. So
stellt sich z. B. beim Einschalten eines elektrischen
Feldes ein elektrischer Strom ein. Innerhalb der
Theorie des linearen Responses sind die Anderun-
gen mit der auf das System einwirkenden Kraft
durch die Ansprechfunktion in linearer Weise ver-
kniipft. Auf Grund von Abschdtzungen, die zu denen
analog sind, die zur Losung der Dyson-Gleichung
fithren, kann man eine lineare inhomogene Integral-
gleichung fiir die Ansprechfunktion gewinnen, in
der im wesentlichen der gleiche Kern auftritt wie in
der linearen Naherung des Selbstenergiefunktio-
nales.

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, daf} der
Kern der die Ansprechfunktion bestimmenden Inte-

1 R. KuBo, J. Phys. Soc. Japan 12, 570 [1957].

gralgleichung durch das Selbstenergiefunktional
eindeutig festgelegt ist, und somit jede Naherung im
Selbstenergiefunktional eine bestimmte Naherung in
der Ansprechfunktion impliziert. Dazu werden im
ersten Abschnitt die Formeln der Theorie des linea-
ren Responses, wie sie von KuBo ! entwickelt wurde,
in einer fir das Folgende geeigneten Form zusam-
mengestellt. Im zweiten Abschnitt wird die Tem-
peratur-Ansprechfunktion eingefiithrt, wodurch, wie
MATSUBARA 2 gezeigt hat, die Behandlung ther-
mischer Systeme nach der Diagrammtechnik mog-
lich wird. Im dritten Abschnitt wird die Integral-
gleichung fiir die Ansprechfunktion aufgestellt und
ihr Zusammenhang mit der Dyson-Gleichung er-
ortert, wahrend in Abschnitt vier die allgemeinen
Gleichungen auf den Fall eines linearen Selbstener-
giefunktionales spezialisiert werden.

1. Allgemeine Ansprechfunktion

Um die Anderung des Wertes einer dynamischen
Variablen unter dem EinfluB einer duBleren Kraft
zu berechnen, benutzen wir die von KuBo1! ent-
wickelte Theorie des linearen Responses. Dazu be-
trachten wir ein Elektronengas mit dem Hamilton-
Operator H;, in dem die kinetische Energie der
Elektronen und ihre Wechselwirkung zusammen-
gefalit sei. Bei Beriicksichtigung der Bewegung des
Ionenhintergrundes soll H, auch die Energie der
Ionenschwingungen und ihre Wechselwirkung mit
den Elektronen enthalten. Wird dieses System einer
duBeren Storung ausgesetzt, die mit der Kraft f(¢)
an der Systemgrofle B angreift, so ist der Hamilton-
Operator des gestorten Systems

H=H,-Bf(®). (1)

2 T. MATSUBARA, Progr. Theor. Phys. 14, 351 [1955].
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Im Heisenberg-Bild wird die Zeitabhangigkeit der
Operatoren durch

An(t) =U* (1) AU (1) (2)

gegeben, wobei fiir den zeitlichen Entwicklungs-
operator U (t) die Bewegungsgleichung gilt:

ihU() =HD ). (3)

Der Index ,,H“ an den Operatoren soll darauf hin-
weisen, daf} die Zeitabhangigkeit beziiglich des
Hamilton-Operators (1) des gestorten Systems zu
nehmen ist.

Ist IV der statistische Operator des Systems, so ist
der Mittelwert des Operators A4:

A(t) = (Au(t) ) =Spur (Au(t) Wu(1)). (4)

Fiir Prozesse, bei denen ﬁVH durch die Storung nicht
beeinflult wird, ist

A®) = (An (D). (5)

Nach der Definition der Entropie bedeutet die an
W1 gestellte Bedingung, daf}

S= —kpd(InWy)/dt=0. (6)

Hierbei ist kg die Boltzmann-Konstante. Diese Glei-
chung sagt aus, dal} der Prozef} in (5) adiabatisch
ablauft und dafl daher die mit (5) berechnete An-
sprechfunktion die sog. adiabatische Ansprechfunk-
tion ist. (Auf den Zusammenhang zur isothermen
Ansprechfunktion hat BRENIG3 hingewiesen. Er
zeigt auch, dal} die beiden Ansprechfunktionen in
den meisten Fallen tibereinstimmen.)

Wird die Storung zur Zeit ¢, eingeschaltet, so laf3t
sich der zeitliche Entwicklungsoperator auf die Form
bringen

U(t) =Uy(t) S(2) Uy™ (1) (7)
Es ist
Uy (2) = exp{ — (i/k) Hyt} (8)

der zeitliche Entwicklungsoperator des ungestorten
Systems und

~ t A

S(0) =Ty exp{— (ifh) [ &/ Hy ()}, 9)
mit
Hy(t) = —=B() f(t). B(t) =Uy* (1) BU,(1). (10)

In (9) bedeutet 7 das Zeitordnungssymbol, das die
Anweisung gibt, die Operatoren in den dahinter
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stehenden Produkten nach wachsenden Zeiten von
rechts nach links zu ordnen. Die Integration iiber
die Zeit ist in (9) von — oo bis ¢ gefiithrt, wobei
f(t) fir Zeiten vor dem Einschaltpunkt ¢, gleich
Null gesetzt wird. Spater werden wir eine zur Zeit
ty= — ~ adiabatisch eingeschaltete Storung anneh-
men! SchlieBlich mufl in (9) und (10) beachtet
werden, dal die Zeitabhangigkeit der Operatoren
mit dem Hamilton-Operator H, zu berechnen ist. Da
die Zeitabhingigkeit (10) im Heisenberg-Bild des
ungestorten Systems betrachtet wird, wird hier der
frither benutzte Index ,,H* iiberflussig.

Halten wir nun das System vor dem Einschalten
der Stérung im thermischen Gleichgewicht mit einem
Wiérmebad der Temperatur T, so hat der statistische
Operator die Form:

Wo=(1/2)) exp(—p ),

Zy=Spur (exp(—f Hy)) . (11)
Hierbei ist f=1/kp T. Da der statistische Operator
bei der vorausgesetzten adiabatischen ProzeBfiih-
rung zeitunabhéngig ist, liefern (2), (7) und (11)
fiir den Mittelwert (4)

A(t) = (S7(2) A(2) S(2) )y - (12)
An der Mittelungsklammer ist hier der Index ,,0“
angebracht, wodurch angedeutet werden soll, daf}
sowohl fiir die Zeitabhéngigkeit der Operatoren als
auch fiir die statistische Mittelung der Hamilton-
Operator H, des ungestorten Systems zu verwen-
den ist.

Wir linearisieren Gl. (12) in der dufleren Storung

und erhalten, wenn der Mittelwert des Operators 4
vor dem Einschalten der Stérung verschwindet:

A(t) = —ffo:lt'wa (t, ) f(1). (13)

Dabei wird der lineare Response des Systems gegen-
uber der dufleren Kraft durch die Ansprechfunktion

Pip (t,0) = (1/ih) ([4(2),B(£)]-)o O(t—1).

(14)
vermittelt, die sich als die retﬁlrdierte}\ Green-Funk-
tion der beiden Operatoren 4 und B herausstellt.
Das Symbol [..., ...]. ist der Kommutator der
beiden Operatoren und ©(t) die Sprungfunktion,
die fiir <0 den Wert null und fir ¢>0 den Wert
eins annimmt. Betrachtet man eine zur Zeit fj= —
adiabatisch eingeschaltete in der Zeit periodische
Stérung

f(O) =foexp(iot+nt) (n—0%),
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so erhalt man

A,=Pyp () f,.
Dabei ist

Pyp (w) = lim [ de Php (t) exp(iwt+nt) (15)
n—0 —oc

die zeitliche Fourier-Transformierte der retardier-
ten Green-Funktion (14). Wie hier werden auch im
Folgenden Originalfunktion und Fourier-Transfor-
mierte durch die Wahl des Argumentbuchstabens
voneinander unterschieden.

Gleichung (13) liefert den gesuchten Zusammen-
hang zwischen der auf das System einwirkenden
Kraft und der beobachteten Anderung des Mittel-
wertes von A. Dabei tritt die Ansprechfunktion (14)
als vermittelndes Glied auf. Sie ist nach der hier
gegebenen Herleitung als retardierte Green-Funktion
aufzufassen. Gegeniiber der von KuBo! eingefiihr-
ten Form der Ansprechfunktion hat diese Darstel-
lung den Vorteil, daf} bei Rechnungen die allgemei-
nen Sitze iiber Green-Funktionen* ® benutzt wer-
den konnen. Da die Response-Gleichung linear ist
und jede hinreichend verniinftige Funktion als Fou-
rier-Entwicklung geschrieben werden kann, verliert
man beim Ubergang zu den Fourier-Transformier-
ten nichts an Allgemeinheit.

2. Temperatur-Ansprechfunktion

Nachdem im vorigen Abschnitt die Ansprech-
funktion eines Systems gegeniiber einer Storung
definiert wurde, soll jetzt eine Methode angegeben
werden, nach der die Ansprechfunktion berechnet
werden kann. Diese Methode geht auf ABRIKOSOV,
GORrRkOV und DZYALOCHINSKI® zuriick, die mit ihr
das Verhalten eines Supraleiters in schwachen
magnetischen Feldern diskutiert haben. Das Ver-
fahren wird hier in allgemeiner Form dargestellt,
um eine einheitliche Basis fiir den folgenden Ab-
schnitt zu haben. Dabei soll die iibliche Diagramm-
technik der Vielteilchensysteme benutzt werden. Wie
MATSUBARA 2 gezeigt hat, ist die in (14) einge-
fiihrte, der physikalischen Interpretation direkt zu-
gingliche Green-Funktion dafiir nicht geeignet. Man
kann diese Schwierigkeit umgehen, wenn man ima-

3 W. BRENIG, Z. Phys. 206, 212 [1967].

4 D. N. ZuBAREV, Soviet Phys. Uspekhi 3, 320 [1960].

5 A. A. Asrikosov, L. P. Gorkov u. I. E. DZYALOCHINSKI,
Methods of Quantum Field Theory in Statistical Physics,
Prentice Hall, Inc., Englewood Cliffs, N. J., 1963.
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gindre Zeitargumente verwendet und zur Tempera-
tur-Green-Funktion iibergeht.

Betrachten wir dazu den statistischen Operator
(11) des ungestorten Systems. Schreibt man ihn
in der Form

Wo=(1/Zy) 4o(B),

so geniigt der Anteil ¢(f) der Blochschen Glei-
chung ©:

d(ﬁo(f)/dt: _Ho(f"o(f)s ¢‘0(1) =1.

In Analogie zum zeitabhéngigen Fall, kann man nun
einen Hamilton-Operator benutzen, der eine von 7
abhéngige Storung enthalt

H=H,—Bg(1). (16)
Die Losung der Blochschen Gleichung hat jetzt die

Form

¢ (1) = (1) S(7,0) (17)

mit
Sz, 0) =T, expl — [ & H,(~3h7) ).  (18)
0

T, ist das Ordnungssymbol beziiglich der Variablen
7. Fiir den fiktiven von 7 abhéngigen Mittelwert

A(7) =Spur (§(B) ¢(—1) A¢(r))/Spur(¢(B))
(19)

ergibt sich dann:

A7) =(T{A(—ih7) S(B,0)})o/(S(B,0) ),
(20)

Wie in (12) soll der Index ,,0“ an der Mittelungs-
klammer darauf hinweisen, daB} fiir die statistische
Mittelung und die Zeitabhangigkeit der Operatoren
der Hamilton-Operator des ungestorten Systems zu
verwenden ist. Durch Linearisierung von (20) nach
der Storung erhélt man, wenn man den Mittelwert
von A fiir das ungestorte System gleich null setzt:

¢
A(z) = —6/df' Bp(t—7) g(7) (21)

mit der Temperatur-Green-Funktion

Pap(t—1") = —(T{A4(—ih7) B(—ih7)}),.
(22)

5 D. J. THOULEss, The Quantum Mechanics of Many-Body
Systems, Academic Press, Inc., New York 1961.
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Da die Storfunktion g(7) nur in dem Intervall
0<t<f definiert ist, kann man sie iber diesen
Bereich hinaus periodisch fortsetzen und durch eine
Fourier-Reihe darstellen. Auf Grund der Linearitat
der Beziehung (21) braucht man dann nur Stor-
funktionen der Form

9(v) = (1/p) gnexp(—il,7),

(p=2an/f (n=0,%1,£2,..)) (23)
zu betrachten und erhalt
A, =Pap (L) gus (24)
wobei
Pas(iln) ZOfdf Pap(r) exp(—il,7) (25)

der Fourier-Koeffizient der Temperatur-Green-
Funktion ist. Auf Grund der allgemeinen Eigen-
schaften der Greenschen Funktionen* 5 lafit sich
B.p(iZ,) mit der Fourier-Transformierten (15)
der retardierten Green’schen Funktion in Beziehung
setzen durch

B.ap(i L) = PEp (i C,4/R),

Diese Gleichung zeigt, welchen Vorteil es bietet,
an Stelle der Kuboschen Formulierung die Ansprech-
funktion als retardierte Green-Funktion der Opera-

Ln>0.  (26)

toren A und B aufzufassen. Da die Temperatur-
Green-Funktion fiir das Elektronengas, wie im nach-
sten Abschnitt genauer ausgefiihrt wird, berechnet
werden kann, wird man durch (26) auf folgende
Methode zur Bestimmung der Fourier-Transformier-
ten der Ansprechfunktion gefithrt: Man fiihrt in den
Hamilton-Operator nach (16) eine Storung der
Form (23) ein und berechnet die in der Stérung
lineare Anderung des Mittelwertes (19). Nach (23)
ergibt sich hieraus der Fourier-Koeffizient der Tem-
peratur-Green-Funktion. Diesen setzt man von den
Stellen i{, in die obere w-Halbebene nach (26)
fort. Die Werte auf der reellen Achse dieser Fort-
setzung liefern die gesuchte Fourier-Transformierte
der Ansprechfunktion.

3. Integralgleichung fiir die Ansprechfunktion

Fiir die Temperatur-Ansprechfunktion (22) kann
jetzt eine Integralgleichung hergeleitet werden, in-
dem man auf die Teilchen-Green-Funktionen des
Elektronengases zurlickgreift. Dazu denken wir uns
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren " (x),
¥ (x), die den Fermi-Vertauschungsrelationen ge-
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niigen, eingefiihrt, und alle iibrigen Operatoren mit
diesen ausgedriickt. So ist z. B.

A= [ dx 9% (x) A(x) P(x). (27)

Hierbei ist X der Ortsvektor mit den Komponenten
x;, Z5, 3 und d3x das Volumenelement. Die Inte-
gration ist iiber das Periodizitatsvolumen des Sy-
stems zu erstrecken. Der Teilchenspin ist nicht be-
riicksichtigt, um die Schreibweise der Formeln ein-
fach zu halten. Man kann ihn aber im Ortsvektor-
symbol X enthalten denken und dann die Raum-
integration auch noch zusétzlich als Summation tiber
die Spinindizes interpretieren.

Faflit man den Ortsvektor X mit der gleichzeitig
auftretenden Temperaturvariablen 7 zu z= (X, 1)
zusammen, so ist der gesuchte Mittelwert (20) des
Operators 4

A(t) = [ BxA(X) & (2,2)) wrsxrr0.  (28)

Hierbei tritt die Teilchen-Green-Funktion @ (z, ")
fur das gestorte System auf, die der in Abb. 1 durch
Diagramme symbolisierten Dyson-Gleichung geniigt:

® (24, 21) (29)

Gl ) +f G ) ) O
8 5

+ {f dzy dzy & (24, 25) 2 (29, 25') & (25, 7).

Die Integration mit dem vierdimensionalen Volu-
menelement dz = dr d®x lduft in der Ortsvariablen X
tiber das Periodizitdtsvolumen und in der Tempera-
turvariablen von O bis f. In dieser Weise sind auch
die Integrale in den folgenden Formeln zu inter-

pretieren. @(x, 2’) ist die thermische Green-Funk-
tion des Elektronengases ohne Beriicksichtigung der
dulleren Storung und der Wechselwirkungen zwi-
schen den Teilchen. A (x) ist der in der Einteilchen-
Schrodinger-Gleichung durch die Stérung hervor-
gerufene Term

hs(z) =B(x) g(z), (30)

wobei gleichzeitig eine rdumliche Verteilung der
Stérung vorausgesetzt wird. 2 (z, Z’) ist das Selbst-
energiefunktional des Elektronengases. Es enthalt
explizit nur die Wechselwirkungen zwischen den
Teilchen und die Temperatur-Green-Funktionen des
Systems, jedoch nicht die duflere Storung. Letztere
tritt nur mittelbar auf, und zwar tber die Teil-
chen-Green-Funktionen. Fiir die Ansprechfunktion
werden die in der Stérung linearen Terme benotigt.
Sie mogen durch ein vorgesetztes 0 hervorgehoben
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werden. Den in der storenden Kraft linearen Teil
des Mittelwertes (27) erhilt man, indem man dort
die exakte Temperatur-Green-Funktion & (z,z")
durch 0®(z,2") ersetzt, wihrend man die Bestim-

u:::=o—<—o+o—<—a:o+o-(—@m

Abb. 1. Graphische Darstellung der Dyson-Gleichung eines
wechselwirkenden Elektronengases, das einer duBleren Kraft
ausgesetzt ist.

S---x

mungsgleichung fiir 0® (z,2") durch Linearisierung
der Dyson-Gleichung nach der Storfunktion erhilt

3 o
00 (4, -'51,) = Of dz, @(In 75) hs(xp) @o (22, 331’)
I3 o
+0ff dx2 dx2’ @ (xl, 12) 62 (1‘2, 22’) @0 (132,, 2:1,)

b o

+ Off dry dzy” & (24, 25) g (22, 22') 6O (25, 2,”).
(31)
[CNEA 2’) ist die thermische Green-Funktion des
Elektronengases ohne den Einflufl der duBeren Sto-
rung jedoch unter Einschluf der Coulomb-Absto-
Bung oder etwaiger Streuungen an Stératomen und
Gitterschwingungen. 3(z,2") ist die zugehdrige

Selbstenergie. & (z, ") befriedigt die Gleichung

12 k@) | B@e) —d@—2)

| 3

mit dem Hamilton-Operator ~(X) der Einteilchen-
Schrodinger-Gleichung des ungestorten Systems.
Durch Multiplikation von (31) mit dem hier auf
der linken Seite stehenden Operator erhalt man

{ 5_ —h(X) }6@5(1, z) -fzdxg Zo(z, 15) 6® (25, 2)
0

= hy(z) &y (z, ") -laflfixz 03 (2, 25) @y (x2,2").
(32)

Durch Umordnung der zur thermischen Green-
Funktion beitragenden Diagramme findet man fiir

®y(z,2") die Dyson-Gleichung in der Form
®y () =0 (z,2) -
+ {fdxé dx;{@O (I, 12) 20 (12, :152/) @ (xg,, I,) )

wobei gegeniiber der iiblichen Formulierung (?55 (z,2)
und ®(2,2") im zweiten Glied der rechten Seite

vertauscht sind. Ebenso geniigt (&0 (z,2") der Glei-
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chung
!— aar, —h(x) } (g(x,x') =d(x—2).

Multipliziert man daher (32) mit ®&y(z,2") und
integriert iiber z, so liefert eine partielle Integra-
tion unter Benutzung der letzten beiden Gleichungen

B
0® (z,2) =0f dz, Gy (z, 1) hs(z1) Gy (zy,2")
B
+ {f dz, dz," @y (z, 2,)02 (24, 2,") G (zy,2”).

Nach der oben gemachten Bemerkung iiber die
Selbstenergie hangt diese von der Stérung der mit-
telbar iiber die Teilchen-Green-Funktionen ab, so

daB die benétigte lineare Anderung gegeben wird
durch

B
02 (24, ) :()ff day dzy V (21 295 2, 25)00 (25, 25).
(33)

Die Tatsache, daf} die Storung in dem Selbstenergie-
funktional nicht unmittelbar auftritt, kann nun noch
zur Bestimmung der Funktion V (z, zs; ;" z,’) aus-
genutzt werden, da dann der Funktionalzusammen-
hang zwischen der Selbstenergie und der Teilchen-
Green-Funktion im gestérten und im ungestorten
Elektronengas der gleiche ist.

Die Funktion V (2, 25; 7," 7,’), die die Anderung
in der Teilchen-Green-Funktion auf die Anderung
der Selbstenergie hiniiberwilzt, wird somit durch
die Eigenschaften des ungestorten Systems eindeu-
tig festgelegt; man erhilt sie, indem man entspre-
chend (33) die sich bei einer Anderung der Green-
Funktion fiir das ungestorte System einstellende
lineare Anderung der Selbstenergie berechnet.

Nach Gl. (28) oder der ihr entsprechenden Glei-
chung fiir die lineare Anderung erscheint es nun
sinnvoll, von der urspriinglichen Definition der An-
sprechfunktion (14) etwas abzugehen und die Funk-
tion A(x) abzuspalten. Das kann andererseits auch
so geschehen, daB aus 0®(z,2") die Storfunktion
g(x) herausgezogen wird. Beriicksichtigt man (21)
und (30), so sieht man, daBl die neue Ansprech-
funktion in der Form auftritt:

B
0® (z,2") ——Bf dr, g (x,2";2;) g(z;). (34)

Aus den Gleichungen fiir 6® (z,2") folgt dann mit
(33) und (34) die Integralgleichung
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Iy (x,2"; 2"7) =@ (z,2") B(X")Gy (2", 2)
B
+ {fff dzy dz,” dz, dzy” By (24, 2) Gy (24, 2")
V(x5 2, ) (x5, 295 27) (35)

In den Gln. (33) und (35) ist der Zusammenhang
zwischen dem Selbstenergiefunktional und dem
linearen Response eines Elektronengases dargestellt.
Wie die im Anschluf} an (33) gemachten Bemerkun-
gen iiber die Selbstenergie des Elektronengases und
die Funktion V(z;2y;2, x,’) zeigen, wird die
Integralgleichung (35) fir die Ansprechfunktion
Ip(x,2";2”) durch das Selbstenergiefunktional
eindeutig festgelegt. Einerseits bestimmt dieses ndam-
lich direkt die Variationsableitung (33), zum ande-
ren aber iiber den Umweg der Dyson-Gleichung die
in (35) auftretenden Teilchen-Green-Funktionen
®y(2,2") des ungestorten Systems. Wegen dieser
Abhingigkeit missen Naherungen, die zu einer
Losung der Dyson-Gleichung und der Gl. (35) fiih-
ren sollen, in konsistenter Weise durchgefiihrt wer-
den. Neben dieser Forderung nach der Konsistenz
liefern die Gln. (33) und (35) auch gleichzeitig
das Verfahren, eine Naherung in der Selbstenergie
auf die entsprechende Naherung in der Ansprech-
funktion zu ubertragen. Am Beispiel der linearen
Selbstenergieapproximation soll dies im nachsten
Abschnitt naher erlautert werden.

4. Lineare Selbstenergie-Ndherung

Bei den fiir die Festkorperphysik wesentlichen
Fillen wird die Selbstenergie des ungestorten
Systems linear in der exakten Green-Funktion ange-
setzt 7712, Fiir diesen Fall wollen wir die Integral-
gleichung (35) genauer angeben.

Wird die Translationsinvarianz des Elektronen-
gases ausgenutzt, so ldBt sich die Teilchen-Green-
Funktion in der Form einer Fourier-Entwicklung
schreiben:

@50 (z, 75’) =®(z— 2)

— 5 | s G (k) explik(z—2)}.

Dabei ist k= (k, z,), kxr=k X +2z,7, wihrend die
Summation iiber alle z,= (2n+1)z/f mit n=0,

(36)

7 S.F. EDwARrDs, Phil. Mag. (8) 3, 1020 [1958].

8 A. A. Asrikosov u. L. P. Gorkov, Soviet Phys.-JETP 8,
1090 [1959].

9 G. RICKAYZEN, in: The Many-Body Problem (ed. by C.
Fronspar), W. A. Benjamin, Inc., New York 1962.
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1, £2,... lduft. Eine entsprechende Entwicklung
gilt fiir die Selbstenergie. Die lineare Beziehung
zwischen Selbstenergie und exakter Green-Funktion
wird nun fir die Fourier-Transformierten formu-
liert:

a3k

1 & _dK
(27)°

7 Zen
Die im einzelnen auftretenden Funktionen F(q) sind
fiir die Streuung der Elektronen an statistisch ver-
teilten Storatomen, fiir die Wechselwirkung der Elek-
tronen untereinander iiber ein abgeschirmtes Cou-
lomb-Feld und fiir die Wechselwirkung der Elek-
tronen mit den Gitterschwingungen in Abb. 2 zusam-
mengestellt.

(k) = F(k—K) Gy(K). (37)

Selbstenergie —

Streuprozel diagramm Fla.ig,)
Verunreinigungs — P .
streuung RN (@I daic,)
=)
Elektron—Elektron- //5'— Q\\ v) 8T

streuung

Elektron-Phonon—

L2 s
streuung 2,0, (@)1° D (G.iC )

Abb. 2. Die bei den einzelnen Streuprozessen in Gl. (37) zu
verwendenden Funktionen F(q). Es ist: n die Dichte der Ver-
unreinigungsatome, u(q) der Fourier-Koeffizient ihres Streu-
potentials, vs(q) der Fourier-Koeffizient des abgeschirmten
Coulomb-Potentials, g;(q) das Matrixelement der effektiven
Elektron-Phonon-Wechselwirkung und D;(q , i ) der Fou-
rier-Koeffizient der Temperatur-Green-Funktion eines Pho-
nons mit dem Polarisationsindex 4 und dem Impuls q.

Transformiert man (37) in den Ortsraum zurtick,
so erhélt man

So(x,2) =F(z—2') Gy(z,2"),  (38)
mit der zu F(g) gehorenden Originalfunktion
1 d3 ;
Fx)= 5 20| s F(@) expliga). (39)

Hier ist ¢=(q,%,), gz=qx+{,v und {,=
2na/f. Aus (38) gewinnt man nun die Funktion
V (2, %s; 2, 25") . Der Vergleich mit (33) zeigt nim-

0],
11 A.
2 G,

J. QuinN u. R. A. FERRELL, Phys. Rev. 112, 812 [1958].
B. MiGDAL, Soviet Phys.-JETP 7, 996 [1958].
M. ELIASHBERG, Soviet Phys.-JETP 11, 696 [1960].
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lich, daB3 man

V(xy 253 xI’ le) =F(z;— le) O(zy—1,) 0 (1'1’ - xg’)
(40)

zu setzen hat. Der Kern der Integralgleichung (35)
hat somit, abgesehen von den beiden Teilchen-
Green-Funktionen, im wesentlichen die gleiche Form
wie der, der den Zusammenhang zwischen Selbst-
energie der Elektronen und ihrer Green-Funktion
vermittelt.

Setzt man die Entwicklung (36) in die Gleichung
fiir 6®(z,2’) ein, so erhilt man 6@ (z,2") in der
Form

’ 1 d3k a3k’ ’
86(5,2) = 45 Zenew | | Tyas G (K
cexp(ikz—ik 2').
In der Gleichung fiir 6® (k, k') tritt das Matrix-

element auf

B
hs(k, k') = [ dxexp(—ikzx) hs(z) exp(i kK z)
0

= (2;)3 9(9) B(kl) 5(k_k’_q)_

Die zweite Gleichung folgt, wenn man als Storfunk-
tion eine ebene Welle verwendet

g(z) = ﬂ—(zl7g)—,9(q) exp(igz), q=(q,C).

Das stellt insofern keine Einschriankung dar, als sich
einerseits jede hinreichend verniinftige Funktion
nach ebenen Wellen entwickeln 1dBt, andererseits
sich die Beitrige der einzelnen Anteile innerhalb
der linearen Theorie additiv iiberlagern. Spaltet
man daher in Analogie zu (34) von der Funktion
0® (k, k) die Storfunktion ab

0G (k) = 553 9(0) ulk -+, K) d(k—K — ),

so erhilt man fiir die Fourier-Transformierte der
Ansprechfunktion die Gleichung

Ip(k,, k) =Gy(k,) (k) |B(k)
1 d3k’

+ ﬂ Zzn’ *(2-7073

Dabei ist k+ = (k—q/2, z,£(,/2). Es muf} jedoch

beachtet werden, daf} z, hier nicht immer die Form

(2n+1)7/f besitzt. Vielmehr ist es so zu wihlen,
daB z,%(,/2 von dieser Form ist. Mit Gl. (41) ist

(41)
F(k—F) gk k) |.

13 A. H. WiLsoN, The Theory of Metals, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge 1936.
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die Integralgleichung fiir die Ansprechfunktion auf-
gestellt, die einer linearen Naherung (37) in der
Selbstenergie entspricht. Iteriert man (41), so er-
hilt man eine Reihe von Termen, die man in der
Sprache der Diagrammtechnik als Leiterndherung
interpretiert. Die Gln. (37) und (41) zeigen somit,
daf} eine lineare Approximation in der Selbstenergie
auf eine Leiterndherung fiir die Ansprechfunktion
fiihrt.

Fir den Fall der Streuung der Elektronen an
Verunreinigungsatomen haben ABRIKOSOV und
Gorkov 8 die Integralgleichung (41) fiir das Elek-
tronengas im Grundzustand aus einer Leiter-Nahe-
rung gefolgert. Sie fiilhren sie unabhingig von der
ebenfalls benutzten linearen Selbstenergiendherung
ein und berechnen damit den Restwiderstand des
Elektronengases. Die hier gegebene Herleitung zeigt,
inwieweit die beiden Approximationen in Rela-
tion zueinander stehen. Sie zeigt auch, dafl eine
Leiterndherung zur Diskussion der Responseeigen-
schaften bei anderen Streuprozessen, insbesondere
bei der Streuung der Elektronen an Gitterschwin-
gungen gerechtfertigt ist, sofern man eine lineare
Selbstenergie-Naherung bei der Berechnung der Teil-
chen-Green-Funktionen benutzt. In diesem Fall wird
man jedoch wegen der schon bei niedrigen Tem-
peraturen merklichen thermischen Anregung der
Gitterschwingungen nicht ohne die hier gegebene
temperaturabhéngige Formulierung auskommen.

Bei der Diskussion der Transportphdanomene
eines Elektronengases, speziell bei der Berechnung
der elektrischen Leitfahigkeit, bietet die Benutzung
der Ansprechfunktion gegeniiber der iiblichen
Behandlung mit einer Boltzmannschen StoBglei-
chung 13- 14 zwei Vorteile. Einmal gehen in die Inte-
gralgleichungen (41) oder (35) nicht elementare,
sondern effektive Wechselwirkungen ein, bei denen
die Abschirmungen durch die ibrigen Elektronen
beriicksichtigt werden. Diese effektiven Wechselwir-
kungen treten dabei schon im Selbstenergiefunktio-
nal auf, wo sie den Ubergang vom nackten Elektron
zum Quasiteilchen bewirken. Fiir einen Boltzmann-
schen Stoflansatz miissen sie hingegen in den Quasi-
teilchen eingefiihrt werden. Zum anderen berticksich-
tigt die Behandlung nach der Methode der Green-
Funktionen in natiirlicher Weise alle Teilchenrenor-
mierungen, die beim Einfithren von Quasiteilchen
auftreten.

14 J. M. ZmvaN, Electrons and Phonons, Clarendon Press,
Oxford 1960.



1878

Die hier dargestellten Uberlegungen haben ihren
Ursprung in einer Anregung von Herrn Prof. G. SIMON.
Dafiir und fiir die kritischen Diskussionen, mit denen
er die Durchfiihrung der Arbeit forderte, mochte ich
ihm hier danken. Mein Dank gilt ebenso den Mitglie-

L. MERTEN

dern des Kiltelabors der Physikalisch-Technischen Bun-
desanstalt, Herrn Dr. W. RUHL, Herrn Dr. P. HiLscH
und Herrn Dr. W. NEUBERT, die in zahlreichen Gespra-
chen viele Anregungen fiir die Gestaltung gaben.

Dispersion der ordentlichen und auflerordentlichen Polaritonen in a-Quarz

L. MERTEN

Physikalisches Institut der Universitat Miinster

(Z. Naturforsch. 24 a, 1878—1882 [1969] ; eingegangen am 10. September 1969)

Es werden die Polariton-Dispersionszweige von a-Quarz berechnet und diskutiert. Die Polariton-
Zweige von a-Quarz unterteilen sich in 9 ordentliche richtungsunabhingige Zweige und 13 auBer-
ordentliche richtungsabhingige Zweige. Die ordentlichen Polariton-Wellen sind streng transversal,
die auBerordentlichen dagegen streng transversal oder longitudinal nur fiir die Winkel =0° und
$»=90° und gemischt transversal-longitudinal fiir die Zwischenwinkel 0° < << 90° (mit ¢ als
Winkel zwischen Wellenvektor und optischer Achse). Fiir die Zwischenwinkel 0° < ¢ < 90° sind
Schnittpunkte der auBerordentlichen Polariton-Zweige verboten. — Fiir die Richtung der optischen
Achse (=0°) entarten die ordentlichen Polaritonen mit den transversalen auBlerordentlichen.

Die ultrarot-aktiven langen optischen Gitterwellen
(Phononen) und elektromagnetischen Wellen (Pho-
tonen) koppeln im Bereich kleiner Wellenvektoren
k(k <10*cm™!) miteinander. Nach HOPFIELD !
werden diese mechanisch-elektromagnetisch gemisch-
ten Wellen (gekoppelte Phononen-Photonen) auch
kurz als Polaritonen bezeichnet. Polaritonen in ein-
und zweiachsigen Kristallen sind dabei von beson-
derem Interesse wegen ihrer im allgemeinen ausge-
prégten anisotropen Eigenschaften.

Polaritonen wurden im Raman-Effekt kiirzlich in
einer Reihe von Arbeiten direkt nachgewiesen
(GaP2, ZnO?3, a-Quarz?, BaTiO;5 LiNbO,®).
Unter geeigneten experimentellen Bedingungen ist
auch ein stimulierter Raman-Effekt, der auf Polari-
tonen-Erzeugungs- bzw. Vernichtungsprozessen be-
ruht, zu erwarten, jedoch scheinen solche stimulier-

ten Ubergiinge bisher nur in einem Falle (LiNbO, 7) *
beobachtet worden zu sein.

Beim Vergleich mit der Theorie wurde die Disper-
sion von Polaritonen bisher stets als isotrop voraus-
gesetzt. Polaritonen in ein- und zweiachsigen Kristal-
len zeigen jedoch im allgemeinen ® eine ausgeprigte
Richtungsdispersion. Um diese Richtungsdispersion
zu erfassen, hat man von den vollstindigen Disper-
sionsgleichungen auszugehen. Im folgenden werden
diese Gleichungen speziell auf a-Quarz angewandt.
(Zur Diskussion der Polariton-Dispersion im tetra-
gonalen BaTiO; vgl. auch ?.)

I. Dispersionsgleichungen der Polaritonen

Die vollstandigen Dispersionsgleichungen fiir die
Frequenzen w (k) der Polaritonen lassen sich aus
einer verallgemeinerten Fresnelschen Normalenglei-
chung gewinnen. Fiir einachsige Kristalle spaltet die
Dispersionsgleichung auf in die zwei Gleichungen 8:

v v
o [T (' ))2—w2)—c2k2 [] (0 —w?) =0 (1)
i=1 i=1
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